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Прямая и окружность Эйлера в четырехугольниках
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Введение
Леонард Эйлер один из величайших ученых своего времени. Его работы уникальны и востребованы сразу в нескольких науках: картография, астрономия, физика, механика. 
Он  родился 15 апреля 1707 года в Швейцарии в семье базельского пастора, кто рассматривал математику как необходимую науку для священнослужителей. Эйлер получил степень магистра в подростковом возрасте, выиграл конкурс на профессорство в 19 лет в Базельском университете. Из-за малого опыта, ему отказали в должности профессора, но, по приглашению Российской Академии наук, Леонард уехал работать в Россию, где написал большинство научных трудов. Какое-то время  великий ученый жил со своей семьей в Пруссии. Умер Леонард Эйлер 7 сентября 1783 в возрасте 76 лет, в должности вице-президента Российской Академии наук.
В данной работе рассмотрены такие геометрическиезакономерности как прямая Эйлера, окружность девяти точек и треугольник Эйлера, найденные и изученные Леонардом, но незамеченные Евклидом. Исследованиями я занимаюсь второй год. В работе прошлого года были получены интересные результаты: местоположение фигур Эйлера в треугольниках зависит от вида исходного треугольника (таблица №1), существуют некоторые закономерности характерных точек окружности Эйлера в равнобедренных треугольниках (таблица № 2).
Как видно, равнобедренные треугольники представляют  наибольший интерес, нежели разносторонние. Мною было решено рассмотреть фигуры Эйлера в четырехугольниках, которые при делении диагоналями образуют несколько равнобедренных треугольников. 
Цель - исследовать закономерности взаимного расположения фигур Эйлера (прямая Эйлера, окружность девяти точек, треугольник Эйлера) в равнобедренных треугольниках, объединение или разность которых являются четырехугольником.
Задачи:
· Рассмотреть последовательность точек окружности Эйлера для всех видов равнобедренных треугольников, найденных в прошлой версии работы, добавляя точки касания трех вневписанных и вписанной окружности и окружности Эйлера (исходя из свойства окружности Эйлера).
· Рассмотреть типы четырехугольников, которые образованы объединением или разностью равнобедренных треугольников.
· Классифицировать эти четырехугольники по углам равнобедренных треугольников, образующихся при делении четырехугольников диагоналями.
· Определить угол между прямыми Эйлера в равнобедренных треугольниках, образующих эти четырехугольники.
· Проанализировать последовательности точек окружности Эйлера в полученных треугольниках.
· Найти положение точек пересечения окружностей Эйлера относительно последовательности характерных точек.
· Для рассматриваемых типов четырехугольников определить характер взаимного расположения треугольников Эйлера, связанных с ними. 
· Доказать полученные результаты.

Исследования
Результаты работы прошлого года оказались достаточно интересными. Местоположение фигур Эйлера в треугольниках зависит от вида этого треугольника (таблица №1): прямая Эйлера в равнобедренном треугольнике  совпадает с высотой, проведенной к основанию, окружность девяти точек имеет не более 8 несовпадающих точек (таких по определению 9), а местоположение треугольника Эйлера зависит от вида исходного треугольника.  Также  были найдены некоторые виды равнобедренных треугольников, отличающиеся последовательностью и количеством  характерных точек окружности Эйлера (таблица №2). 
В работе этого года было решено дополнить исследования прошлого года и рассмотреть новые геометрические объекты. 
Существует свойство окружности Эйлера, которое утверждает, что окружность девяти точек произвольного треугольника касается вписанной и всех трёх вневписанных окружностей этого треугольника. Эта теорема названа в честь ее автора – учителя математики Фейербаха. Итак, к девяти уже рассмотренным точкам окружности Эйлера в равнобедренных треугольниках,  добавлены еще четыре точки. Все точки окружности Теркема получили свое обозначение: М – середина стороны, Н – основание высоты, L – середина отрезка, соединяющего вершину и ортоцентр, Т – точка касания вневписанной окружности и окружности Эйлера и N – точка касания вписанной окружности  и окружности Эйлера. Для определения интересных закономерностей, рассмотрим все виды равнобедренных  треугольников по признакам, определенным в прошлом году(таблица №2), а это: количество несовпадающих точек, последовательность точек окружности Эйлера, количество диаметрально противоположных пар точек этой окружности.  
Выводы из таблицы "Последовательность расположения точек М, Н, L, N, T в зависимости от  заданных углов треугольника при  фиксированной вершине" (таблица №3):
· Равносторонний (2) и равнобедренный прямоугольный (4) треугольники имеют наименьшее количество  несовпадающих точек окружности Эйлера - 6.
· Равнобедренные треугольники с углами напротив основания  90°˂∟А≤120°
имеют следующее место по наименьшему количеству точек совпадения на окружности Эйлера – 8.
· Остальные равнобедренные треугольники с углами при фиксированной вершине, заданные множествами (1, 3 и 7) обладают наименьшим количеством несовпадающих точек окружности Эйлера – 10. 
· Всякое множество углов равнобедренного треугольника напротив основания (1-7) имеет свою неповторимую последовательность точек на окружности Эйлера данного треугольника.
· Равнобедренные треугольники 1, 2, 3, 5, 6, 7 имеют три диаметрально противоположные пары точек на окружности Эйлера, а у треугольника №4 таких пар точек 2.
Следующий шаг – рассмотреть возможность создания задач на построение четырехугольников из равнобедренных треугольников. Ясно, что четырехугольники должны «делиться» на такие треугольники, или, по-другому, при проведении одной или двух диагоналей должны образовываться два или четыре равнобедренных треугольника. Были найдены некоторые фигуры, удовлетворяющие этим параметрам: прямоугольник, ромб, дельтоид, квадрат (рисунок №4), невыпуклый дельтоид (рисунок №5)  и неопределяемый. Неопределяемый четырехугольник - четырехугольник,у которого одна сторона равна диагонали, являющейся основанием треугольника, две другие стороны которого – равные смежные стороны четырехугольника (рисунок № 6). В работе будем называть такой четырехугольник как «другой» четырехугольник. 
Стоит провести классификацию четырехугольников, при делении диагоналями которых образуются равнобедренные треугольники по возможным  углам треугольников при фиксированной вершине (таблица №4).  Оказалось, что прямоугольник, дельтоид, ромб и невыпуклый дельтоид возможно воссоздать из равнобедренных треугольников с углами напротив основания не 90°, а из равнобедренных прямоугольных треугольников «получаются» квадраты. «Другой» четырехугольник подходит под любой вид равнобедренного треугольника. 
Для каждого четырехугольника можно рассмотреть прямую Эйлера, окружность девяти точек и треугольник Эйлера. 
Понятно, что прямые Эйлера равнобедренных треугольников, имеющих общие или параллельные основания,совпадают. В прямоугольнике две прямые Эйлера перпендикулярны друг другу (если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна третьей, то другая прямая перпендикулярна этой прямой). Угол между прямыми Эйлера треугольников «другого» четырехугольника зависит от  углов того или иного треугольника. Некоторые исследования опытным путем позволили установить мне зависимость и записать формулу=Аэ, где ∟Аэ  - угол между прямыми Эйлера, ∟А¹ - угол при вершине равнобедренного треугольника, для которого делящая диагональ – основание, ∟А² - угол при вершине равнобедренного треугольника, для которого та же делящая диагональ – одна из равных сторон. При этом  от угла ∟А¹ угол между прямыми Эйлера не зависит. 
Формула=Аэдля "другого" четырехугольника верна, так как была проверена в программеGeogebra. 
Окружности  Эйлера в таких четырёхугольниках представляют наибольший интерес.  Рассмотрены возможные точки пересечения окружностей Эйлера и приведено сравнение радиусов окружностей Эйлера, результаты приведены в таблице (таблица №6).
Оказалось, что окружности Эйлера равнобедренных треугольников в четырехугольниках по-разному взаимодействуют:
· У ромба и квадрата с одной диагональю окружности Эйлера имеют равные радиусы и общую точку в середине основания треугольников. 
· В дельтоиде и невыпуклом дельтоиде окружности Эйлера также имеют общую точку в середине основания, но радиусы окружностей не равны.
· В квадрате с двумя диагоналями окружности Эйлера одинаковые, все окружности между собой пресекаются в вершине прямого угла, а две соседние окружности Эйлера имеют общую точку в середине стороны треугольника. 
· У прямоугольника радиусы окружностей Эйлера противоположных треугольников равны, сами окружности Эйлера имеют точки пересечения, характерные для определенных углов треугольников при фиксированной вершине.
· У «другого»  четырехугольника радиусы окружностей Эйлера неравны, окружности Эйлера пересекаются в двух точках (исключение, если второй треугольник – равносторонний).
· От угла при фиксированной вершине  равнобедренных треугольников и количества диагоналей четырехугольников зависит местоположение окружностей Эйлера относительно друг друга.
Стоит отметить, что у прямоугольника и «другого»четырехугольника точки пересечения окружностей Эйлера зависят от углов равнобедренных треугольников. Рассмотрела такие точки для каждого четырехугольника, изменяя углы. 
Начнем с прямоугольника. При пересечении диагоналей образуются два угла, противоположные в промежутке от 0° до 180° не включительно.  Для каждого вида равнобедренного треугольника определена своя последовательность точек окружности Эйлера, их количество и диаметрально противоположные пары точек (таблица №3).  Сейчас рассмотрим пересечение окружностей Эйлера как остроугольного и тупоугольного равнобедренного треугольника между собой, так и окружностей девяти точек тупоугольных равнобедренных треугольников. Результаты приведены в таблице (таблица №7). 
Выводы из таблицы " Точки пресечения окружностей Эйлера в равнобедренных треугольниках данного прямоугольника"(таблица №7): 
· Окружности Эйлера равнобедренных остроугольного и тупоугольного треугольников пересекаются в основании высоты  и середины стороны прямоугольного треугольника, который сами образуют.
· Окружности Эйлера тупоугольных равнобедренных треугольников пресекаются между какими-то характерными точками.
· В квадрате все окружности девяти точек между собой пресекаются в вершине прямого угла, а две соседние окружности Эйлера имеют общую точку в середине стороны треугольника. 
Рассматривая «другой» четырехугольник, также можно заметить некоторые замечательные признаки. В общем сложно найти какую-то определенную точку пересечения: при малейшем изменении углов того или иного равнобедренного треугольника такая точка сдвигается. Можно только пронаблюдать границы местоположения этой точки относительно характерных точек окружности основного треугольника. Результаты приведены в таблице (таблица №8).
Выводы из таблицы "Точки пересечения окружностей Эйлера в «другом» четырехугольнике в зависимости от заданных углов треугольников"(таблица №8):
· Можно наблюдать переход одной точки в другую.
· Для любых равнобедренных треугольников «другого» четырехугольника  существует одна общая точка – середина основания основного равнобедренного треугольника или середина боковой стороны второго равнобедренного треугольника.
· Максимально существуют две общие точки окружностей Эйлера, местоположение второй описано в таблице.
· У любого дополнительного равностороннего треугольника существует только одна общая точка.
Теперь можно рассмотреть треугольники Эйлера и их взаимодействие между собой в четырехугольниках. 
Определила возможное взаимодействие равнобедренных треугольников между собой, а это: общая вершина, вершина одного треугольника лежит на стороне другого, стороны или части сторон совпадают, существует общая область двух треугольников (один "заходит" на другой). Также треугольники могут не иметь никаких общих элементов. В различных четырехугольниках (без или с зависимостью от углов) были построены треугольники Эйлера, определено их взаимоположение, результаты приведены в таблице №9.
Оказалось, что в одних и тех же фигурах возможны разные варианты взаимодействия треугольников Эйлера с исходными фигурами:
· В дельтоиде, ромбе и квадрате с одной диагональю треугольники Эйлера не касаются друг друга, но имеют одинаковые основания, параллельные диагонали четырехугольника. 
· В квадрате с двумя диагоналями существует 5 общих вершин треугольников Эйлера и 4 общие стороны, образуют квадрат.
· У "другого" четырехугольника при определенных углах совпадают вершины треугольников Эйлера,  часть боковой стороны и основания, но в большинстве случаев такие треугольники не имеют общих элементов.
· У невыпуклого дельтоида в некоторых частных случаях возможно совпадение вершин напротив основания треугольников Эйлера или же принадлежность такой вершины к основанию другого треугольника Эйлера.
· В  прямоугольнике с углами равнобедренных треугольников 60˚ и 120˚ треугольники Эйлера тупоугольных треугольников образуют ромб, при этом имеют общие плоскости с треугольниками Эйлера остроугольных треугольников; треугольники Эйлера остроугольных треугольников касаются только при углах 90˚;  при углах равнобедренного тупоугольного  треугольника 90˚-120˚ треугольники Эйлера таких треугольников имеют общую плоскость; в остальных случаях (когда углы равнобедренного тупоугольного треугольника не принадлежат множеству углов от 90˚ не включительно  и до 120˚ включительно) треугольники не взаимодействуют. 

В ходе исследования местоположения треугольников Эйлера в четырехугольниках  мною было замечено некоторое совпадение вершин треугольников Эйлера и исходных треугольников.
В начале стоит отметить, что местоположение треугольников Эйлера зависит от вида исходного треугольника, что было найдено в работе прошлого года.  Все возможные случаи были приведены в таблице №10.
Выводы из таблицы «Местоположение треугольников Эйлера относительно исходных треугольников»:
· Местоположение треугольника Эйлера зависит от вида исходного треугольника.
· В остроугольном треугольнике треугольник Эйлера расположен в области исходного треугольника, так как и высоты, и точка их пересечения расположены на поверхности треугольника.
· В прямоугольном треугольнике прямой угол треугольника Эйлера совпадает с прямым углом исходного треугольника, так как ортоцентр прямоугольного треугольника совпадает с вершиной, содержащей прямой угол этого треугольника.
· В тупоугольном треугольнике треугольник Эйлера находится вне области исходного треугольника, так как ортоцентр треугольника также находится вне поверхности этого треугольника.
Теперь рассмотрим поведение треугольников Эйлера в четырехугольниках. Меня заинтересовало взаиморасположение треугольников Эйлера с исходными треугольниками других треугольников Эйлера. Отметила три наиболее ярких случая, которые мне понравились. Первый из них – в прямоугольнике с углами при пересечении диагоналей 60° и 120°вершины  треугольник Эйлера тупоугольного треугольника являются серединами сторон второго тупоугольного треугольника (рисунок  №7). Второй случай – вершина треугольника Эйлера тупоугольного треугольника с углом   напротив основания  135° совпадает с вершиной остроугольного треугольникс углом   напротив основания  70°,а в невыпуклом дельтоиде. Третий случай заключается в том, что в «другом» четырехугольнике основание треугольника Эйлера дополнительного треугольника частично совпадает с боковой стороной основного треугольника при угле пересечения прямых Эйлера, к примеру35,3°, и угле напротив основания дополнительного треугольника, к примеру, 250° (рисунок №9). Эти случаи планируется рассмотреть в дальнейшем.  

Общие выводы
· Последовательность тринадцати  точек окружности Эйлера во всех видах  равнобедренных треугольников не повторяется, при этом появляется новое количество несовпадающих точек окружности Эйлера, отличное от содержания прошлой работы, но количество диаметрально противоположных пар точек остается прежним.
· Существуют некоторые четырехугольники, образованные объединением или разностью равнобедренных треугольников, при этом один тип четырехугольников можно составить из нескольких видов равнобедренных треугольников.
· Прямые Эйлера в дельтоиде, ромбе, невыпуклом дельтоиде и в квадрате с одной диагональю совпадают, а в прямоугольнике и квадрате с двумя диагоналями взаимно перпендикулярны.  В «другом» четырехугольнике угол между прямыми Эйлера зависит от угла напротив основания дополнительного треугольника, при этом выполняется  найденная мною формула (180°-А²)/2=Аэ.
· В любом четырехугольнике, образованном двумя равнобедренными треугольниками, кроме «другого» четырехугольника, окружности  Эйлера имеют одну общую точку, а равенство радиусов окружностей Эйлера зависит от равенства исходных  равнобедренных треугольников. 
· В прямоугольнике точки пересечения окружностей Эйлера тупоугольного и остроугольного треугольников лежат на середине боковой стороны и точке основания высоты, проведенной к этой боковой стороне; точка пересечения окружностей Эйлера тупоугольных треугольников лежит между какими-то точками окружности Эйлера; окружности Эйлера остроугольных треугольников не пересекаются.
· В частном случае прямоугольника – квадрате с двумя диагоналями все окружности Эйлера пересекаются в одной точке - точке пересечения этих диагоналей и между собой; то есть одна окружность Эйлера имеет 3 точки, принадлежащие другим окружностям Эйлера.
· Одна из точек пересечения окружностей Эйлера «другого» четырехугольника постоянно находится на середине основания основного треугольника. Вторая точка пересечения располагается в пределах некоторых точек окружности Эйлера основного треугольника, при этом, когда угол напротив основания дополнительного треугольника 0°<∟А<60°, эта точка находится справа от первой точки пересечения, при 60° точки пересечения окружностей Эйлера совпадают, а при 60°<∟А<180°, такая точка находится слева от постоянной точки пересечения.
· Взаимодействие треугольников Эйлера в одних и тех же частных случаях четырехугольников различно: они могут иметь общие вершины, отрезки, поверхность, вершина треугольника Эйлера может принадлежать стороне другого треугольника Эйлера, или же вообще не пересекаться.
· Существуют интересные случаи расположения треугольников Эйлера относительно исходных треугольников других треугольников Эйлера в четырехугольниках. 
· По результатам исследований можно составить некоторые геометрических задачи на построение четырёхугольников.  
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Рисунок  № 1.  Определение прямой Эйлера.







Рисунок №2. Определение окружности Эйлера и теорема Фейербаха






Рисунок №3. Определение треугольника Эйлера
[image: ][image: Прямоугольники0.ggb][image: Вырезка экрана][image: Вырезка экрана]






Рисунок №4. Прямоугольник, ромб, квадрат, дельтоид.[image: Вырезка экрана]






Рисунок №5. Невыпуклый дельтоид.
[image: Другой.ggb]Рисунок №6. «Другой» четырехугольник.


	Вид треугольника и фигуры Эйлера
	Прямая Эйлера в равнобедренном треугольнике
	Окружность Эйлера в равнобедренном треугоьнике
	Треугольник Эйлера

	Остроугольный треугольник
	
	
	

	Прямоугольный треугольник
	
	
	

	,Тупоугольный треугольник
	
	
	


Таблица №1.  Общие выводы первого исследования о местоположении фигур Эйлера в различных треугольниках.
	Рисунок
	№
	Угол при вершине (множество углов)
	Количество несовпадающих точек на окружности
	Последовательность
	


	Д/П
пары 
точек

	[image: ]
	1
	0°˂∟A˂60°
	8
	L–M–H–L–MH–L–H–M–L
	
	3

	[image: ]
	2
	∟А=60°
	6
	L–HM–L–HM–L–HM–L
	
	3

	[image: ][image: ]
	3
	60°˂∟А˂90°
	8
	L–H–M–L–HM–L–M–H–L
	
	3

	
	4
	∟А=90°
	4
	LHH–LM–HМ–LM–LHH
	
	2

	[image: ]
	5
	90°˂∟А˂120°
	8
	L–H–L–M–MH–M–L–H–L
	
	3

	[image: ]
	6
	∟А=120°
	6
	L–LH–M–MH–M–LH–L
	
	3

	[image: ]
	7
	120°˂∟А˂180°
	8
	L–L–H–M–MH–M–H–L–L
	
	3


Таблица №2. Последовательность расположения точек М, Н, L в зависимости от  заданных углов равнобедренного треугольника при  фиксированной вершине.

[image: ]Таблица №3. Последовательность расположения точек М, Н, L, N, T в зависимости от  заданных углов треугольника при  фиксированной вершине.
	Рисунок
	№
	



	Угол при
вершине 
(множество 
углов)
	Количество несовпадающих точек на окружности
	Последовательность
	


	Д/П
пары 
точек

	
	1
	
	0°˂∟A˂60°
	10
	L–M-T–H–L–TNMH–L–H-T–M–L
	
	3

	
	2
	
	∟А=60°
	6
	NL–NTHM–NL–TNHM–NL–NTHM–NL
	
	3

	
	3
	
	60°˂∟А˂90°
	10
	L–H–T-M–L–HNTM–L–M-T–H–L
	
	3

	
	4
	
	∟А=90°
	6
	LHH–T-LM–NTHМ–LM-T–LHH
	
	2

	
	5
	
	90°˂∟А˂120°
	8
	L–H–LT–M–TNMH–M–LT–H–L
	
	3

	
	6
	
	∟А=120°
	8
	L–LH–T-M–TNMH–T-M–LH–L
	
	3

	
	7
	

	120°˂∟А˂18
0°
	10
	L–L–H-T–M–TNMH–M–T-H–L–L
	
	3




Таблица №4. Классификация четырехугольников, при делении диагоналями которых образуются равнобедренные треугольники.
	№ группы
	Множество углов
	Фигуры, разделенные диагоналями на равнобедренные треугольники

	I
	1 и 7
	[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

	
	0°˂∟A˂60°
120°˂∟А˂180°
	

	II
	2 и 6
	[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

	
	∟А=60°
∟А=120°
	

	III
	3 и 5
	[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

	
	60°˂∟А˂90°
90°˂∟А˂120°
	

	IV
	4
	[image: ][image: ][image: ]

	
	∟А=90°

	



Таблица №5. Классификация четырехугольников по местоположению прямых Эйлера относительно друг друга.
	Количество прямых Эйлера
	Угол между прямыми Эйлера
	Четырехугольники

	2
	0°
	[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

	2
	0°<∟А<180°
	[image: ][image: ]

	4
	90°
	[image: ]






Таблица №6. Окружности Эйлера в четырехугольниках.
	Четырехугольники 

Окружности Эйлера 
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]

	Пересечение окружностей Эйлера 
	HNTM
	LHH (все)
LM (у соседних)
	Зависит от углов
	Зависит от углов
	HNTM
	HNTM
	HNTM

	Радиусы окружностей Эйлера между собой 
	R=R₁
	R=R₁=R₂=R₃
	R=R₁ и R=R
	R≠R₁
	R≠R₁
	R≠R₁
	R=R₁



	[image: Прямоугольник5.0.ggb]Прямоугольники и окружности Эйлера в треугольниках, примеры
	Углы равнобедренных треугольников
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	[image: Прямоугольник6.0.ggb]
	о/у : 0°˂∟A˂60°
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	т/у: 120°˂∟В˂180°
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	[image: ]
	
	о/у: ∟А=60°
	
	
	
	
	
	
	

	
	т/у: ∟В=120°
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	[image: Прямоугольник7.0.ggb]
	о/у: 60°˂∟А˂90°
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	т/у: 90°˂∟В˂120°
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	[image: Прямоугольник9.0.ggb]
	п/у: ∟А=∟В=90°
	
	
	
	
	
	
	


Таблица №7. Точки пресечения окружностей Эйлера в равнобедренных треугольниках данного прямоугольника.
[image: ]
[image: ]Таблица №8. Точки пересечения окружностей Эйлера в «другом» четырехугольнике в зависимости от заданных углов треугольников.
	                  1                                                                
                         2
	
	0 - 5
	[image: ]0
	[image: ][image: ]
	
	[image: ][image: ][image: ]
	[image: ]

	[image: ]
[image: ]
	От НМ до Н 
0 - 2
	От НМ до НМТ
0 - 2
	От НМ до L
0 - 2
	От НМ до LМ
0 - 1
	От НМ до LТ
0 - 2
	От НМ до Т
0 - 2
	От НМ до Т
0 - 2

	
	НМ≡НМ
0
	НМ≡НМТ
0
	НМ≡НМ
0
	НМ≡НМ
0
	НМ≡НМ
0
	НМ≡НМ
0
	НМ≡НМ
0

	[image: ][image: ]
	От НМ до Н
0 - 6
	От НМ до L
0 – 5
	От НМ до L
0 – 7
	От НМ до LМ
0 - 5
	От НМ до М
0 – 7
	От НМ до М
0 – 7
	От НМ до Т
0 - 5

	[image: ] 5
	От НМ до Н
0 - 6
	От НМ до L
0 – 5 
	От НМ до L
0 – 7
	От НМ до LМ
0 - 5
	От НМ до М
0 – 7
	От НМ до М
0 – 7
	От НМ до Т
0 - 5

	[image: ]
	От НМ до М 
0 – 5
	От НМ до НМТ 
0 - 4
	От НМ до Т
0 – 5
	От НМ до LНН
0 - 4
	От НМ до Н
0 – 4
	От НМ до L
0 - 5
	От НМ до L
0 - 4

	
	От НМ до Н
7 - 5 
	НМ≡НL
4
	От Т до Н
5 - 4
	От Н до LНН
4 - 3
	От L до Н
6 - 4
	L≡НМ
5
	От Н до L
5 - 4

	[image: ]
	От НМ до L
0 – 3 - 1
	От НМ до L
0 – 3 - 1
	От НМ до L
0 – 3 - 1
	От НМ до LМ
0 – 3 - 1
	От НМ до М
0 – 3 - 1
	От НМ до М
0 – 3 - 1
	От НМ до М
0 – 3 - 1


Таблица №9. Взаимодействие треугольников Эйлера в различных четырехугольниках.
Таблица №10. Местоположение треугольников Эйлера относительно исходных треугольников.
	Вид треугольника
	Остроугольный
	Прямоугольный
	Тупоугольный

	Равносторонний
	
	
	

	Равнобедренный
	[image: ]
	
	

	Разносторонний (общий случай)
	
	
	



Рисунок №7. Интересный случай пересечения треугольников Эйлера и исходных треугольников других треугольников Эйлера №1. Прямоугольник.
[image: Вырезка экрана]

[image: Невыпуклый.ggb]Рисунок №8. Интересный случай пересечения треугольников Эйлера и исходных треугольников других треугольников Эйлера №2. Невыпуклый дельтоид.







[image: ]Рисунок №9. Интересный случай пересечения треугольников Эйлера и исходных треугольников других треугольников Эйлера №3. «Другой» четырехугольник.
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